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Echauffement

Exercice 1 (Calcul matriciel). Soient A, B et C' les matrices suivantes :
1 4 3 15 0 2
A=10 2 1|,B=(4 0], C=1[11
1 00 1 2 20

Calculer la matrice A2 + BCT, ou C7 représente la transposée de la matrice C.

Exercice 2 (Inversion matricielle). Soient A, B, C' et D les matrices suivantes :

10 2 1
A:(é g),B:G g),cz 04 4|.D=10
21 5 5

Déterminer si elles sont inversibles, et le cas échéant, calculer leur inverse.

(SN V)

3
4
0

Révision du cours Algébre linéaire 1

Exercice 3 (Systémes linéaires). En utilisant 1'algorithme du pivot de Gauss—Jordan,
décrire I’ensemble des solutions des systémes linéaires suivants :

3r+2y=1
49 R 20 —y+w=20 y $22—y+w=0
xr =
Y 3r—y+z+w=0 3r—y+z+w=0

Exercice 4 (Systémes linéaires & paramétre). Dans cet exercice, on fixe h un paramétre
réel. Déterminer, selon la valeur de h, ’ensemble des solutions du systéme linéaire d’in-
connues z,y et z suivant :

r+2hy —2z=-3

r+2z=—4

—2y+hz=0



Exercice 5 (L’espace vectoriel (R?, +,-)). Rappeler comment sont définies I’addition + et
la multiplication externe usuelle - dans I'espace vectoriel (R?, +, -). Ensuite, pour chacune
des parties suivantes, indiquer si elle forme un sous-espace vectoriel de (R?,+, ) :

A={(a,b,c) €R*|a,b,ccR,a >0}, B={(a,b,c) cR*|a,b,ccR,a+b+c=0},
C={(1,a,a®) eR*|a € R}, D={(a,b,c) eR*|a,b,cER,a+2b+c=0, a+5c=0}.

Exercice 6 (Base et dimension). Exprimer la dimension et donner une base pour les
sous-espaces vectoriels de 'exercice précédent. De plus, faire la méme chose pour

V = {p(z) € Ry[z] | p(1) = 0},

W = {p(z) € Rs[z]|p (m) = p(0)},
VnWw,
V+W,

sous-espaces vectoriels de Rs[z], espace vectoriel des polynomes de degré au plus 3.

Exercice 7 (Dimension et équations). Soit

1 2 5
V:Vect{ O)1,11],11 }§R3.
2 1 7

Donner la dimension de V ainsi qu’un systéme d’équations de cardinal minimal qui re-
présente V.

Exercice 8 (Noyau et image d'un endomorphisme de R?). Soit ¢ : R* — R3 'application
suivante :

x DT
p:ly| — rT+yt+z
z 20 — 3y + 2

— Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R3.

— Déterminer une base du noyau de ¢, puis une base de I'image de ¢.

— L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? Surjectif ? Est-il un automorphisme de R3?
Exercice 9 (Autour de la notion de projecteur vectoriel). Soient K un corps et V' un
K-espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme 7 € L(V') est un projecteur si et seule-

ment si mom = 7. Le but de cet exercice est de démontrer, sur un exemple particulier de
projecteur vectoriel 7, que V = Ker(7) & Im(7).

x x
Ty )=l Y
z x

— Démontrer que 7 est un projecteur vectoriel de R?® et donner une interprétation
géométrique de cette application.

— Déterminer une base du noyau de 7, puis une base de I'image de 7.
— L’endomorphisme 7 est-il injectif ? Surjectif ? Est-il un automorphisme de R3?
— Conclure que R?* = Ker(rm) & Im(7).



Matrice associée a une application linéaire

Soient K un corps, V et W deux K-espaces vectoriels de dimension n et m respecti-
vement. Aussi, soient ¢ : V' — W une application linéaire, V = {v;,...,v,} une base de
Vet W= {wy,...,wy,} une base de W. On définit oy (), la matrice associée a ¢ par
rapport a les bases V et VV comme suit :

avw(®) = (p(v1) p(v2) ... P(vn)) € Mixn(K),

ot les vecteurs (v;) sont exprimés en colonne et en coordonnées par rapport a la base W.

En particulier, ’application suivante
ayy : Hom(V, W) — M, (K)
@ —r ayw(p)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels et, étant donné v € V, on a
p(v) = Av.

En choisissant ¢ = idy, ot idy est I'identité de V', et V' = {v],..., v}, } une autre base de
V', on obtient la définition de matrice de changement de base de V a )’ :

A= Ozyyl(ldv> = (U1 . Un) € ManOK),
oul les vecteurs v; sont exprimés en colonne et en cordonnées par rapport a la base V.

Aussi, on peut prouver par exercice que

ayy (Idy) = ayrp(Idy) ™

Ces matrices sont appelées matrices de changement de base car elles permettent de changer
les bases de référence des matrices associées aux applications linéaires. En fait, étant donné
W' = {w),...,wl,}, une autre base de W, on a l'identité suivante :

aywr (0) = aww (Idy )y w(e)ayr y(Idy).

Donc, ayant fixé les bases V et W, l'isomorphisme ayy nous permet de traduire le
calcul entre applications linéaires en calcul matriciel. Aussi, la composition entre deux
applications linéaires correspond au produit entre les matrices respectives (exercice).

Exercice 10 (Matrice associée & un endomorphisme de R?). Soient V = {e;, 5}, la base
canonique de R? et ¢ : R? — R? I'application suivante :

#(0) (52)

— Déterminer ay (), la matrice associée a ¢ dans la base canonique.

— Soit V' = {e; + ea,e1 + 2e2}. Déterminer les matrices de changement de bases
Oévy/(IdRB) et O‘V’,V<IdR3)-

— Déterminer oy (), la matrice associée a ¢ dans la base V'.



Exercice 11 (Matrice associée a un endomorphisme de R?). Soient ¢ : R® — R? 'appli-
cation linéaire de l'exercice 8 et V = {ey, €3, €3}, la base canonique de R?.

— Déterminer ay (), la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Soit V' = {e1 + e3,2e3,e5 + e3}. Déterminer les matrices de changement de bases
()éyyl(IdRS) et aV’,V(IdR3)'
— Déterminer oy (), la matrice associée a ¢ dans la base V'.
Exercice 12 (*Plus compliqué : retour aux projecteurs vectoriels). Soient K un corps et

V un K-espace vectoriel tel que
V=UaW,

pour des sous-espaces appropriés U et W. Soit 7w : V' — V D'application tel que

m(u) =uVuelU
T(w)=0YweW

— Montrer que 7 est bien définie.
— Montrer que 7 est une application linéaire.
— Montrer que 7 est un projecteur vectoriel dans le sens de ’exercice 9.

— Soit V une base de V' composée d'une base de Im(7) suivie d’une base de Ker(r).
Déterminer ayy (7).

— Déterminer la matrice associée & 7 dans la base canonique en fonction de ay (7).

— Existe-t-il un moyen de déterminer directement la matrice associée dans la base
canonique, sans passer par oy y(m)?

— Montrer que tous les projecteurs dans le sens de 'exercice 9 sont de cette forme, ou

U=Im(r) et W = ker(m).
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Calcul des déterminants

Exercice 1 (Méthode de Sarrus). Calculer le déterminant des matrices suivantes en
utilisant la méthode de Sarrus.

01 2 01 1 01 2
A=[3 45|, B=(3 41|, c=(10 3
112 110 111

Exercice 2 (Méthode de Sarrus avec un parameétre). Soit h € R. Calculer le déterminant
des matrices suivantes en utilisant la méthode de Sarrus et déterminer les valeurs du
parameétre h pour lesquelles les déterminants sont nuls.

1 h+2 0 h h—1 h
A=|h*-1 0 4—-h), B=|0 2h—-2 0
1 2h—-3 0 1 h—1 2—-h

Exercice 3 (Méthode du pivot de Gauss). Calculer le déterminant des matrices suivantes
en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

A=1 -3 6], B={1 21|, C=|-1 - 7| D=| | o ¢
0 0 3 -3 4 3 1 0 14 11 0 9

Exercice 4 (Le déterminant comme polynome). En utilisant les propriétés du détermi-
nant (Proposition 2.2 du polycopié) et une méthode de calcul, exprimer le déterminant

de la matrice
a+b b+2 2¢

A=|c+2 bc+1l ¢
2b b be

comme polynoéme dans les variables a, b, c. Puis déterminer les valeurs entiéres de a,b, ¢
pour lesquelles det(A) = 165.
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Calcul des déterminants

Exercice 1 (Méthode des cofacteurs). Calculer le déterminant des matrices suivantes en
utilisant la méthode des cofacteurs (formules de Laplace).

B -30 0 0 03 -1 0

-4 0 7 -5 50 8 2
A_()1;2_5’3’B—70—3—5 “=l72 5 4
5 9 -1 8 61 7 0

Exercice 2 (Formule de Binet). Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n a coeffi-
cients réels. Prouver les propositions suivantes.

1.

N o e XN

det(A + BT) = det(AT + B).

Si A% = 0, alors det(A) = 0.

Si A% = A, alors det(A) > 0.

det(ATA) > 0.

Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™' = B7'A~1,
Sin =3 et A est antisymétrique (i.e. AT = —A), alors rg(A4) < 3.

Si n est impair et A est antisymétrique, alors rg(A) < n.

Déterminant, bases et rang

Exercice 3 (Dépendance linéaire dans R?). En utilisant le déterminant, déterminer si le
vecteur

-1
V1 = —5
1

est une combinaison linéaire des vecteurs suivants

1 2
Vg = —1 V3 = 1
1 1



Exercice 4 (Base de I'espace des polynomes). Déterminer pour quelles valeurs de h € R
I’ensemble des polynoémes suivants

B=1{3-3x—62*1—x+ha® 2+ hr —42%}
constitue une base de Ry[z], I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus 2.

Exercice 5 (Automorphismes et déterminant). Soient V = {ey, e2} la base canonique de
I'espace vectoriel R?, o € R et ¢, : R? — R? application tel que

valer) = aer + e, pales) = aey — €.

Montrer que ¢, est un automorphisme de R? pour chaque valeur réelle de .

Matrice inverse et déterminant

Exercice 6 (Comatrices). Soient A, B et C' les matrices réelles suivantes :

1 3 3
A:G g) B:(_32 ‘2) c={1143
1 3 4
Pour chaque matrice, calculer la respective comatrice et vérifier la formule :
(comA)'A = det(A) - I,.

Exercice 7 (Comatrices et inverses). Soient A et B les matrices réelles suivantes :

).

101 1
A=10 20|, B=10

320 0

O~ N
— N W

Pour chaque matrice, déterminer les inverses respectives via les comatrices (si possible).

Exercice 8 (Inverse paramétrique). Déterminer pour quels « € R la matrice

1 2o -3
A, =10 o -1
1 0 o

est inversible. Pour ces valeurs, déterminer l'inverse A"

Exercice 9 (*Plus compliqué : les matrices napoléoniennes). Calculer le déterminant des
matrices suivantes en forme de N ou "napoléoniennes" :

YRR
A=12 4 6 B =

105’ 2 0 6 8

1 00 7

Plus généralement, soient K un corps, n € N, n > 3, et on considére les matrices napo-
léoniennes N,, € M, ., (K) définies par :

n n n—1
Ny =Y aje(j, ) + D bie(i 1) + Y cpe(on),
j=1 j=2 Jj=1



ou les scalaires aq,aq,...,c,_1 appartiennent a K et {e(i,7) |1 < i,5 < n} est la base
canonique de M,,x,(K), donc €(7, j) est la matrice ayant 1 dans la coordonnée (i, j) et 0
ailleurs.

1. Ecrire les matrices et calculer le déterminant de N,, pour n = 3, 4.
2. Ecrire et prouver une formule générale pour det(N,,), pour chaque n.

3. Bonus : faire exactement la méme chose pour les matrices Z,, en forme de Z.
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Valeurs et espaces propres

Exercice 1 (Déterminant d'un endomorphisme). Soient Ry[x] I'espace vectoriel des po-
lynémes a coefficients réel de degré au plus 3 et ¢ : Ro[z] — Ro[z] 'application tel que :

o(a+ br + cx®) = —b + ax + cx?,

oua, b, c € R. Aussi, soient V = {1, x, 2?} la base canonique de Ry[z] et V' = {1+, 2z, 2*}.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.
— Déterminer uy(p), la matrice de ¢ dans la base canonique V.
— Montrer que V' est une base de Ra[z].
— Déterminer (), la matrice de ¢ dans la base V'.

— Calculer det(uy(p)) et det(uy(p)) pour vérifier que les deux déterminants sont
égaux.

— Plus généralement, soient V' un espace vectoriel sur un corps K de dimension n, V
une base de V et ¢ : V — V un endomorphisme de V. Montrer que la définition

det(¢) := det(uy(p))

est cohérente, c’est a dire qu’elle ne dépend pas du choix de la base V.

Exercice 2 (Valeurs et espaces propres). Soit ¢ : Ro[z] — Rs[z] I'endomorphisme de
I’exercice précédent. Déterminer le polynome caractéristique de ¢, les valeurs propres et
les espaces propres respectifs.

Faire la méme chose pour les matrices réelles suivantes :

2 10 1 -1 -1
31|,B=0 0 1
1

A= 1
2 0 -1 -2

1

0

Exercice 3 (Vecteur propre). Soit ¢ : R? — R*? 'endomorphisme de R? tel que
o(x,y, z,w) = (Tx + 2y + bw, 6x + 3y + 2w, 4x + 2y + 3z, 3w).

Déterminer si le vecteur
v=(1,-3,1,0)

est un vecteur propre de ¢ et, si c’est le cas, déterminer la valeur propre correspondante.

1



Exercice 4 (Vecteur propre paramétrique). Calculer, si elles existent, les valeurs du
parameétre h € R telles que le vecteur

S
I
o >~

soit un vecteur propre de 'endomorphisme ¢ : R? — R3 défini par

—3xr + 2z
=|lr+y—2z2
z

AS)
SIS

Exercice 5 (Intersection d’espaces propres). Soient A; et Ay deux valeurs propres dis-
tinctes d’'un endomorphisme ¢ : V- — V', ot V' est un espace vectoriel de dimension n sur
un corps K. Montrer que les espaces propres E; et Ey associés respectivement a A et Ay
ont intersection réduite a {0}.

Exercice 6 (Matrices diagonales et triangulaires). Déterminer les valeurs propres et les
espaces propres respectifs d’'une matrice diagonale. Déterminer les valeurs propres d’une
matrice triangulaire.

Exercice 7 (Le polynome caractéristique). Soient A € M, (K) une matrice carrée n x
n & coefficients dans un corps K et xa(x) son polynéme caractéristique. Montrer (par
récurrence) que :

— xa(z) est un polynome de degré n.
— Le coefficient de z™ est (—1)".
— Le coefficient de ™! est (—1)""'Tr(A).

Exercice 8 (L’espace vectoriel des matrices). Soit Msy2(R) 'espace vectoriel des matrices
3 x 2 & coefficients réels et ¢ : M3zyxo(R) — M;sy2(R) 'application tel que :

@11 a2 a3y a2
@\l a1 A2 | = | Q11 Q2 |,
az1 Aas2 a21 A32

ona; €eR,1<i<3,1<5<2.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.

— Déterminer le polynéme caractéristique de ¢, les valeurs propres et les espaces
propres respectifs.
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Diagonalisation et triangularisation

Exercice 1 (Multiplicité algébrique et géométrique). Soient ¢ : V' — V un endomor-
phisme d’un espace vectoriel V' de dimension n sur un corps K et A une valeur propre de
©. Prouver I'inégalité

1 < dim(ker(p — Mdy)) < my(x,(2)).
Exercice 2 (Diagonalisation d’une matrice). Soit A la matrice réelle suivante :

1 -1
A=11 2
2 1

w = O

— Déterminer le polynéme caractéristique y 4(z).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est diagonalisable.

— Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
D =P 'AP.

Exercice 3 (Diagonalisation d’un endomorphisme de R*). Soient V = {e, eq,€3,¢4} la
base canonique de R* et ¢ : R* — R* I'’endomorphisme de R* tel que, en base canonique :

T 4%1 + 5132 + 2$3 + 24
T2 . —To — 2ZE3 — Xy

¥ T3 - 51’3 - 2ZE4
Tq T3 + 21’4

— Déterminer uy,(p), la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Déterminer le polynome caractéristique y.,(z).
— Déterminer les valeurs propres de ¢ et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.



— Prouver que ¢ est diagonalisable.

— Déterminer une base V' de R* formée de vecteurs propres et la matrice de change-
ment de base fiyr 1 (Idgs).

— Déterminer la matrice diagonale py () telle que
pv(9) = (pvry(Idge)) ™ v () vy (Idge ).

Exercice 4 (Diagonalisation dans l'espace des polynomes). Soient Ry[z] 'espace vectoriel
des polynomes & coefficients réels de degré au plus 2, V = {1, z, 2?} sa base canonique et
¥ : Ro[z] = Ro[z] 'endomorphisme tel que

Y(p(z)) = p(2) — 20 ().

— Déterminer la matrice iy (1)).

— Déterminer la dimension et une base de Ker(¢) et Im(2)).

— Déterminer le polynome caractéristique x(z).

— Déterminer les valeurs propres de v et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si ¢ est diagonalisable, en justifiant la réponse. Si ¥ n’est pas diagona-

lisable, est-il triangularisable ?

Exercice 5 (Diagonalisation dans I'espace des matrices). Soient M la matrice suivante

10
e (ls)

M, (R) espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels et v : My(R) — My(R)

I’endomorphisme tel que
v(X)=2X+ MX.

Aussi, soit V = {e(i,7) |1 < i,j < 2} la base canonique de Ms(R), ou €(4, j) est la matrice
ayant 1 dans la cordonnée (i, 7) et 0 ailleurs.

— Déterminer (7).

— Déterminer la dimension et une base de Ker(v) et Im(7).

— Déterminer le polynome caractéristique x- ().

— Déterminer les valeurs propres de v et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si v est diagonalisable. Si c’est le cas, présenter une base de M;(R)
formée de vecteurs propres.

Exercice 6 (Diagonalisation paramétrique d’'un endomorphisme). Soient V = {v;, v9, v3}
une base de R3, h € R et ¢y, : R* — R? ’endomorphisme de R? tel que

gDh(Ul) = hU1 + (h — 1)’(]2 — U3,

on(v2) = v + v3,
gOh(’Ul + vy + Ug) = hUl + hUz + (h — 1)1}3.



— Déterminer py(¢y), la matrice associée a ¢ dans la base V.
— Déterminer le polynéme caractéristique x., ().
— Déterminer les valeurs propres de ¢,.

— Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles 'endomorphisme ¢y, est diagona-

lisable.

Exercice 7 (Un autre endomorphisme paramétrique). Soient h € R et ), : R® — R?
I’endomorphisme tel que, en base canonique :

@h<m7y72) = (hfL‘—f-y—l—Z,[E - hy—I—Z,Z)
Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles 'endomorphisme ¢, est diagonalisable.

Exercice 8 (Triangularisation). Soit A la matrice réelle suivante

A=

O Ot =
O = O
w o =

— Déterminer le polynéme caractéristique x 4(z).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est triangularisable mais non diagonalisable.

— Déterminer une matrice triangulaire supérieure 7 et une matrice inversible P telles
que
Ty = P'AP.

— Déterminer une matrice triangulaire inférieure 75 et une matrice inversible @ telles
que

T, = Q LAQ.
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Orthogonalité

Exercice 1 (Matrice d’un produit scalaire). Soit F un espace euclidien de dimension n
sur un corps K et muni du produit scalaire (-,-). Aussi, soient V = {vy,...,v,} une base
de E et ¢ la matrice associée au produit scalaire de E dans la base V.

1. Montrer que ¢ est symétrique.
2. Montrer que @ est inversible.

3. Soient u,v € E. Montrer que
(u,v) = (ur, ..., u,)®(v1,...,0,)".

Exercice 2 (Produit scalaire dans ’espace des matrices). Soient £ = Mat,(R) et A =
(a;;), B =(b;;) € E.
— Montrer que
Te(A"B) = ) aibiy.

1<i,j<n
— Montrer que 'application
(A,B) :=Tr(A"B)
est un produit scalaire.

— Soient n = 2 et V = {e(i,j)|1 < 4,5 < 2} la base canonique de Maty(R) (donc
€(i,J) est la matrice ayant 1 dans la coordonnée (7, ) et 0 ailleurs). Déterminer la
matrice ¢ associée au produit scalaire dans la base V.

Exercice 3 (Produit scalaire déterminé par AT A). Soient £ = R", A € Mat,(R) de rang
netuuvek.

— Montrer que 'application

(%
(u,v) = (uq,...,u,)ATA
Un

est un produit scalaire sur F, ot les vecteurs u et v sont écrits en cordonnées dans
la base canonique.



— Soilent
0

—2
1
V = {e1, €9, e3} la base canonique de R3 et V' = {e; + €9, €1 + €3, €3} une autre base.
Déterminer la matrice & associée au produit scalaire dans la base canonique et la

matrice ' associée au produit scalaire dans la base V.

A:

)

o O =
o = O

Exercice 4 (Produit scalaire dans ’espace des polynémes). Soient F = R,[z] I'espace
vectoriel des polynémes de degré au plus n a coefficients dans R et x1,..., 2,01 n+ 1
nombres réels différents.

— Montrer que 'application
n+1

(p(z),q(z)) = Zp(mi)q@i)

est un produit scalaire sur R,,[z].
— Soit n = 2, (z1,79,23) = (1,2,3) et V = {1,z,2?} la base canonique de Ry[z].
Déterminer la matrice ® associé au produit scalaire dans la base V.

— Soit n =2 et
(x,x) = 25.
Sachant que x1,ro, x3 sont des entiers non négatifs, calculer
1+ z,7%).
— Soit n = 5. Existe-t-il des valeurs réelles différentes x1, ...,z telles que les poly-

noémes p(r) = et q(x) = 2°

soient orthogonaux ?
— Plus en général, soient i, j des entiers non négatifs tels que 7,5 < n et i + j soit
pair. Existe-t-il des valeurs réelles différentes x1, ...z, telles que les polynémes
p(x) = 2 et q(x) = 27 soient orthogonaux ?
Exercice 5 (Orthogonalité dans R?). Soient

1
u= |-

1

N

0
v=10
1

deux vecteurs de R?. Déterminer un vecteur w orthogonal & u et v et tel que (w,w) = 1,
ou (-,-) est le produit scalaire standard dans R3.

Exercice 6 (Orthogonalité paramétrique). Soient

1 -2
u= | -1 V= a
2 4

deux vecteurs de R3. Déterminer la valeur du paramétre réel a telle que u et v soient
orthogonaux par rapport au produit scalaire standard dans R3.

Exercice 7 (Orthogonalité dans 'espace des matrices). Soient

() o) - ()

Déterminer une matrice D € Matq(R) qui soit orthogonale a A, B, C et telle que (D, D) =
2, ou (-,-) est le produit scalaire sur Maty(R) défini dans 1'exercice 2.
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Méthode de Gauss pour les formes quadratiques

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R. Montrer que I'application
¢: Ex FE — R telle que

o(u,v) = 2uvy + ugvy + 2uzvz — 2(uve + usvy) + 2(urv3 + uzvy) — (Ugvs + UzVs)
n’est pas un produit scalaire.

Exercice 2. Soit F un espace vectoriel de dimension 3 sur R. Montrer que ’application
p: Ex E — R telle que

o(u,v) = 2uvy + 3ugvy + 2uzvz — 2(uvy + usvy) — (ugvs + uzv9)
est un produit scalaire et déterminer la matrice associée dans la base canonique.

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R. Montrer que I'application
p: Ex E — R telle que

1
o(u,v) = §(u1'02 + UV + U3 + UzVy + U V3 + UzV )
n’est pas un produit scalaire.

*Plus compliqué : écrire la forme quadratique associée & ¢ comme combinaison de carrés
de formes linéaires.

Exercice 4 (*Plus compliqué). Soit F un espace vectoriel de dimension 3 sur R. Montrer
que l'application ¢ : E x /' — R telle que

©(u,v) = uv] + UgVy + U3V3 — UIVg — Ugl] — UgV3 — UgVe — U U3 — Ugly

n’est pas un produit scalaire.
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Norme et angle

Exercice 1 (Angles dans R3). Déterminer la valeur du parameétre réel ¢ telle que 'angle
entre les vecteurs u et v (par rapport au produit scalaire standard dans R?) soit égal a e
ol

u=(1,2,1), v=(1,0,1).

Exercice 2 (La norme a partir de 1’angle). Soient £ un espace euclidien et u,v deux de
ses vecteurs. Déterminer la norme de v sachant que

Hu”tp =2, 30<U7U) =3, 0=

Y

NE

ou # est 'angle entre les deux vecteurs.

Exercice 3 (Angle aigu dans R3). Déterminer le vecteur v € R® de norme 2 qui soit

orthogonal aux vecteurs
v=(1,4,2), w=(511)

et qui forme un angle aigu avec 'axe y (donc, de direction (0, 1,0)).

Exercice 4 (Angle dans Iespace des polynémes). Soient E = R, [z] 'espace vectoriel des
polynoémes de degré au plus n a coefficients dans R et zy,..., 2,1 n + 1 nombres réels
différents. Dans la feuille de TD 6 on a montré que I'application

n+1

w(p(x),q(z)) = Zp(fcz-)qtri)

est un produit scalaire sur R, [z].
Soit n =2 et
(x,x) = 25.

Sachant que z1, x9, x3 sont des entiers non négatifs, déterminer ’angle entre les polynémes
p(z) =14z et g(z) = 22



Exercice 5 (Angle dans I'espace des matrices). Soient A, B € Maty(RR) telles que

()5 (3)

Déterminer 1’angle entre les deux matrices par rapport au produit scalaire ¢ introduit
dans la feuille de TD 6, donc
©(AB) = Tr(ATB).

Exercice 6 (Angle avec produit scalaire non standard). Soient £ un espace vectoriel de
dimension 3 sur R et ¢ : E X EF — R une application bilinéaire symétrique telle que

1 10
=112 0
0 0 2

est la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Montrer que ¢ est un produit scalaire sur .

— Déterminer ’angle entre les vecteurs en cordonnées dans la base canonique :
u=(1,1,1), v=(1,0,1).

Exercice 7 (Relation entre produit scalaire et norme). Soit £ un espace vectoriel sur R,
¢ un produit scalaire sur £ et || - ||, la norme induite par .

— Montrer que, pour u,v € E, on a la relation suivante

1
p(u;v) = 5w+ ollg = el = [1l15)-
— Déterminer ’angle entre les vecteurs u et v sachant que
ull, =3, lvlly =5, [[ut+ol,=T.

Exercice 8 (Plus compliqué* : loi du parallélogramme et normes non induites par des
produits scalaires). Soit £ un espace vectoriel sur R, ¢ un produit scalaire sur E et || - |,
la norme induite par .

— Montrer que, pour u,v € E, on a la relation suivante, appelée loi du parallélogramme
2[[ullf + 200ll}, = llu+ll? + [lu = vl

Il convient de souligner que, comme 1’a observé John von Neumann, l'inverse est
également valable, c’est-a-dire que si une norme respecte la loi du parallélogramme,
alors il existe un produit scalaire qui I'induit. La démonstration n’est cependant pas
immeédiate.

— Prouver qu’il existe des normes qui ne sont pas induites par des produits scalaires.

En particulier, soit u = (uq,...,u,) € R" et || -] : R* — R une application telle que
|lu|| = max{|ui|, ..., |u.|}
Montrer que || - || est une norme sur R” (elle est souvent appelée norme infinie et

notée || - [|«) et qu’elle ne peut pas étre induite par un produit scalaire.
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Bases orthogonales et orthonormée

Exercice 1 (Bases de R?). Soit £ = R? muni du produit scalaire standard. Considérer
les vecteurs

B={(-1,0,1),(1,0,2),(0,1,0)}.
— Montrer que B est une base de F.

— Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & B pour obtenir une base orthonormée de
E.

— Déterminer les cordonnées du vecteur v = (2, 3,0) par rapport a la base orthonormée
trouvée.

Exercice 2 (Espace des matrices). Soit £ = Mats(R) muni du produit scalaire (A, B) =
Tr(A*B). Considérer les vecteurs

10 11 20 01
5=00)(11)-(5) (o)
— Montrer que B est une base de F.

— Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & B pour obtenir une base orthogonal de E.

Exercice 3 (Espace des polynomes). Soit E = Ry[z], I'espace des polynomes de degré
au plus 2 muni du produit scalaire o(p(z), q(x)) = S20_, p(x:)q(x;) avec (xy,x9, 3) =
(—1,0,1). Considérer les polynomes

B={l+z+2%2+2% 2%}

— Montrer que B est une base de E.

— Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & B pour obtenir une base orthogonal de F.

Exercice 4 (Méthode de Gauss et procédé de Gram-Schmidt). Soient £ = R? et ¢ :
E x E — R D'application bilinéaire symétrique telle que

o(u,v) = dugvy + 2ugvy + Juzvg — 3(ugvs + uzvy).

— Montrer que ¢ est un produit scalaire et déterminer la matrice associée dans la base
canonique.



— Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base canonique de R3 pour obtenir une
base orthonormée.

Exercice 5 (Base orthogonales avec la méthode de Gauss). Soient £ un espace vectoriel
de dimension 3 sur R et ¢ : F x E — R une application bilinéaire symétrique telle que

1
o= |1
0

N W
w N O

est la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E, en utilisant la méthode de Gauss.

Noter que, grace a la méthode de Gauss, on obtient un changement de coordonnées v = Ru
tel que
o(u,u) = (R v, R"') = (R")'G(R ') = v'(R)'GR™ v

est une combinaison de carrés, donc (R™')'GR™! est une matrice diagonale (ici u et v
sont les deux vecteurs colonnes, R est la matrice d’ordre n de changement de cordonnées
entre u et v et G est la matrice associée au produit scalaire dans la base de départ). Par
conséquent, pour obtenir une base orthogonale de F, il suffit de considérer les colonnes
de l'inverse de R.

— En utilisant cette méthode, déterminer une base orthogonale de F.

Sous-espaces orthogonaux

Exercice 6 (Espaces orthogonaux dans R*). Soit V' le sous-espace suivant de R*, muni
du produit scalaire standard :

V= {(21, 29,23, 24) € R4|x1 + x1 + x5 + x4 = 0}.

— Déterminer la dimension et une base de V.
— Déterminer une base orthogonale de V.
— Déterminer la dimension et une base de V.
Exercice 7 (Espaces des polynomes). Soit £ = Ry[z], 'espace des polynémes de degré au

plus 2 muni du produit scalaire (p(x), ¢(x)) = Y20, p(2;)q(x;) avec (x4, T, v3) = (1,2,3).
Considérer le sous-ensemble

V = {p(z) € Ro[z] [ p(0) = 0}.

— Montrer que V' est un sous-espace de F.
— Déterminer la dimension et une base de V.

— Déterminer la dimension et une base de V=+.

Exercice 8 (Compléter une base orthogonale). Soit £ = Maty(R) muni du produit
scalaire (A, B) = Tr(A'B). Considérer les vecteurs

1 —1 0 0
Al:(o 4)’ A22(1 o)

et soit V' = Vect{A;, As}.



— Déterminer la dimension et une base orthogonal B de V*.
— Montrer que
Bl - {Al,AQ} U B
est une base orthogonal de E.

Exercice 9 (Produit scalaire paramétrique). Soient E = R3 k € R un parameétre et
v+ B X E— R I'application bilinéaire symétrique telle que

or (U, v) = ugv1 + ugve + kugvs + k(uivy + ugvy).
— Déterminer les valeurs réelles du parametre k pour lesquelles ¢ est un produit

scalaire et écrire la matrice associée dans la base canonique.

— Soit k = % Considérer le sous-espace vectoriel V' de R? tel que
V = Vect{(1,0,1),(0,0,1)}.
Déterminer la dimension et une base de V* par rapport a ¢ 1.

Exercice 10 (Somme et intersection de sous-espaces orthogonaux). Soient F un espace
euclidien de dimension finie muni du produit scalaire ¢ et V., W deux sous-espaces vecto-
riels. Prouver les égalités suivantes.

— (V4W)E=vinwh
— (VnWw)t=vi+wt
— (VE+WhHt=vnWw.
— (VinwhHlt=v4+w.
Exercice 11 (Isomorphisme entre E et E*). Soit E un espace euclidien de dimension finie

sur R muni du produit scalaire ¢ : £ x E — R. Montre que l'application oy, : £ — E*
telle que, pour chaque u € E :

ay(u) =¢, : E—R
v — @(u,v)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre £ et E*.
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Transformations orthogonales

Exercice 1 (Transformation orthogonale et matrice associée). Soient F un espace eucli-
dien de dimension finie, f : E — FE une transformation orthogonale, B une base ortho-
normée de F et A = up(f), la matrice associée a f dans la base B.

Montrer que les colonnes (ou les lignes) de A forment une base orthonormée de E.

Exercice 2 (Matrice orthogonale). Montrer que la matrice suivante

-1 -1 -1
-1 1 1
1 -1 1
1 1 -1

N
I
|
e

est orthogonale.

Exercice 3 (Opérations entre matrices orthogonales). Soient A et B deux matrices or-
thogonales d’ordre n.

— Montrer que det(A) = +1.

— Montrer que AB est une matrice orthogonale.

— Montrer que A” est une matrice orthogonale.

— Montrer que A™! est une matrice orthogonale.

Exercice 4 (Symétrie orthogonale). Soit V' un sous-espace vectoriel de R" et f : R" — R™
I’endomorphisme tel que, pour v € R”

f(v) = 2r(v) — v,

ol 7 est la projection orthogonale sur V' (donc, la projection sur V et paralléle a V=,
venant de la décomposition R” =V & V4).

Montrer que f est une transformation orthogonale. Noter qu’elle est appelée symétrie
orthogonale d’axe V.



Endomorphisme adjoint et autoadjoint

Exercice 5 (Orthogonalité entre vecteurs propres). Soient E un espace euclidien de di-
mension finie, f : £ — F un endomorphisme autoadjoint de F.

Montrer que deux vecteurs propres relatifs & deux valeurs propres différentes sont or-
thogonaux

Exercice 6 (Diagonalisation orthogonale). Considérer I'endomorphisme f : R* — R? de
R3 tel que
flz,y,2) = (2x + 4z, 6y, 4x + 22).
— Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint.
— Déterminer une base orthonormée de R? constituée de vecteurs propres de f.

Exercice 7 (Endomorphisme paramétrique). Soient & € R un paramétre et Ay la matrice
suivante.

1 2t 0
A,=1k+1 1 0
0 0 k

— Déterminer les valeurs de k pour lesquelles A; est diagonalisable au moyen d’une
matrice orthogonale.

— Pour les valeurs de k trouvées au point précédent, déterminer les valeurs propres de
A}, et une matrice orthogonale P telle que P~ A, P soit une matrice diagonale.

Exercice 8 (Endomorphisme autoadjoint de R?). Soient ¢ : R* x R? — R la forme
bilinéaire et symétrique telle que

o((ug,uz), (v1,v2)) = dugvy + 2(ugve + ugvy) + Ugy
et f:R? — R? 'endomorphisme de R? tel que
f(z,y) = (=3z + 3y, Tz — Ty).
— Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R2.
— Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint par rapport a .
— Déterminer une base orthonormée de R?® (par rapport a ) constituée de vecteurs
propres de f.

Exercice 9 (Endomorphisme dans I’espace des matrices). Soient ' = Mats(R), I'espace
vectoriel des matrices réelles d’ordre 2 et soit f : Mato(R) — Maty(R) 'endomorphisme

tel que
f 11 Aaiz2\ a1 2a12
(g1 Q22 Q91 + Qg2 Q21 + Q22

— Soient B = {e(i,5) |1 < 4,5 < 2} la base canonique de Maty(R) (donc €(i,j) est
la matrice ayant 1 dans la coordonnée (i,7) et 0 ailleurs). Vérifier que B est une
base orthonormée de Maty(R) par rapport au produit scalaire ¢ tel que p(A, B) =
Tr(ATB).

— Déterminer pug(f), la matrice associée a f dans la base B.

— Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint par rapport & ¢ et déterminer
une base orthonormée de R3 constituée de vecteurs propres de f.

Exercice 10 (Puissance d’une matrice symétrique). Soit A une matrice symétrique réelle
telle que A™ = I pour un certain entier n > 3. Montrer que A% = I.



